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7. Ρίζες πραγματικών αριθμών            

(
ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Ορισμός τετραγωνικής ρίζας: Τετραγωνική ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α, συμβολίζεται 
[image: image1.wmf]α

, ονομάζεται ο μη αρνητικός αριθμός, ο οποίος αν υψωθεί στο τετράγωνο μάς δίνει τον α. 

Δηλ. αν α ( 0, τότε η τετραγωνική ρίζα του αριθμού α είναι ο 
[image: image2.wmf]α

 και ισχύει 
[image: image3.wmf](

)

2

α

 = α.

Π.χ. 
[image: image4.wmf]4

 = 2, γιατί 22 = 4,                   
[image: image5.wmf]9

 = 3, γιατί 32 = 9,

       
[image: image6.wmf]25

36

 = 
[image: image7.wmf]5

6

,   γιατί 
[image: image8.wmf]2

÷

ø

ö

ç

è

æ

5

6

 = 
[image: image9.wmf]25

36

.

Η τετραγωνική ρίζα ως λύση εξίσωσης: Αν α ( 0, η τετραγωνική ρίζα 
[image: image10.wmf]α

 παριστάνει τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης χ2 = α. Π.χ.

· Η μη αρνητική λύση της εξίσωσης χ2 = 25 είναι η χ = 
[image: image11.wmf]25

 = 5.

· Η μη αρνητική λύση της εξίσωσης χ2 = 
[image: image12.wmf]4

1

 είναι η χ = 
[image: image13.wmf]4

1

 = 
[image: image14.wmf]2

1

.

Ιδιότητες τετραγωνικών ριζών:
1.
Αν α ( 0, τότε: 
[image: image15.wmf](

)

2

α

 = α

Π.χ.  
[image: image16.wmf](

)

2

7

 = 7,    
[image: image17.wmf](

)

2

5

 = 5.

2. Αν α οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός, τότε:


[image: image18.wmf]2

α

 = |α|

Π.χ. 
[image: image19.wmf]2

6

 = |6| = 6,      

       
[image: image20.wmf]2

(-10)

 = |-10| = 10, 

       
[image: image21.wmf]2

y)

-

(x

 = |χ - y|.

3. Αν α, β μη αρνητικοί αριθμοί, τότε:


[image: image22.wmf]β

 

 

α

×

 = 
[image: image23.wmf]α

 · 
[image: image24.wmf]β



Π.χ. 
[image: image25.wmf]5

 

 

2

×

 = 
[image: image26.wmf]2

 · 
[image: image27.wmf]5

, 
[image: image28.wmf]24

 = 
[image: image29.wmf]6

 

 

4

×

 = 
[image: image30.wmf]4

 · 
[image: image31.wmf]6

 = 2 · 
[image: image32.wmf]6

.

4. Αν α ( 0 και β > 0, τότε ισχύει:


[image: image33.wmf]β

α

 = 
[image: image34.wmf]β

α



Π.χ. 
[image: image35.wmf]7

5

 = 
[image: image36.wmf]7

5

,    
[image: image37.wmf]4

10

 = 
[image: image38.wmf]4

10

 = 
[image: image39.wmf]2

10

.

Ορισμός ν-οστής ρίζας: ν-οστή ρίζα (ν θετικός ακέραιος) ενός μη αρνητικού αριθμού α, συμβολίζεται 
[image: image40.wmf]ν

α

, ονομάζεται ο μη αρνητικός αριθμός, ο οποίος αν υψωθεί στη ν μάς δίνει τον α, δηλ. 
[image: image41.wmf](

)

ν

ν

α

 = α.

Π.χ. 
[image: image42.wmf]3

8

 = 2, γιατί 23 = 8,      
[image: image43.wmf]4

81

 = 3, γιατί 34 = 81.

Η ν-οστή ρίζα ως λύση εξίσωσης: Αν α ( 0, η ν-οστή ρίζα του, 
[image: image44.wmf]ν

α

, παριστάνει τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης χν = α (ν θετικός ακέραιος). Π.χ.

· Η μη αρνητική λύση της εξίσωσης χ3 = 64 είναι η χ = 
[image: image45.wmf]3

64

 = 4.

· Η μη αρνητική λύση της εξίσωσης χ5 = 32 είναι η χ = 
[image: image46.wmf]5

32

 = 2.






Σχόλια

α) Στον αριθμό 
[image: image47.wmf]ν

α

, α ( 0, ο αριθμός ν ονομάζεται δείκτης της ρίζας και ο αριθμός α ονομάζεται υπόριζο.

β) Αν ν = 1, τότε: 
[image: image48.wmf]1

α

 = α.

    Αν ν = 2, τότε: 
[image: image49.wmf]2

α

 = 
[image: image50.wmf]α

 (δηλ. η τετραγωνική ρίζα). 

    Αν ν = 3, τότε 
[image: image51.wmf]3

α

 ονομάζεται τρίτη ρίζα του α 

         ή κυβική ρίζα του α.

γ) Η δευτέρα ρίζα του α, 
[image: image52.wmf]2

α

 = 
[image: image53.wmf]α

, ονομάζεται τετραγωνική ρίζα του α, γιατί μπορεί να παραστήσει την πλευρά ενός τετραγώνου που έχει εμβαδόν α2.

δ) Η τρίτη ρίζα του α, 
[image: image54.wmf]3

α

, ονομάζεται κυβική ρίζα του α, γιατί μπορεί να παραστήσει την ακμή ενός κύβου που έχει όγκο α3.

ε) Ο δείκτης 2 από την τετραγωνική ρίζα, 
[image: image55.wmf]2

α

 = 
[image: image56.wmf]α

, συνήθως παραλείπεται.

Προσοχή!
Επειδή (-5)2 = 25, δεν μπορούμε να πούμε:  

                    
[image: image57.wmf]25

 = -5, 

γιατί σύμφωνα με τον ορισμό της τετραγωνικής ρίζας, πρέπει να είναι μη αρνητικός αριθμός.

Ιδιότητες ριζών:
1. Αν α ( 0, τότε από τον ορισμό της ν-οστής ρίζας προκύπτει: 

   
[image: image58.wmf](

)

ν

ν

α

 = α    και    
[image: image59.wmf]ν

v

α

 = α

Π.χ. 
[image: image60.wmf](

)

3

3

5

 = 5, 
[image: image61.wmf](

)

4

4

2

 = 2, 
[image: image62.wmf]7

7

5

3

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 = 
[image: image63.wmf]5

3

,   

και   
[image: image64.wmf]2

5

 = 5,  
[image: image65.wmf]3

3

7

 = 7, 
[image: image66.wmf]5

5

6

 = 6.

2. Αν α, β ( 0, τότε:


[image: image67.wmf]ν

α

 · 
[image: image68.wmf]ν

β

 = 
[image: image69.wmf]ν

β

 

 

α

×



Απόδειξη:  
[image: image70.wmf](

)

ν

ν

ν

β

  

 

α

×

 = 
[image: image71.wmf](

)

ν

ν

α

 · 
[image: image72.wmf](

)

ν

ν

β

 = α · β

                 
[image: image73.wmf](

)

ν

ν

β

 

 

α

×

 = α · β

Επομένως: 
[image: image74.wmf](

)

ν

ν

ν

β

  

 

α

×

 = 
[image: image75.wmf](

)

ν

ν

β

 

 

α

×

, 

                  και αφού  
[image: image76.wmf]ν

α

 · 
[image: image77.wmf]ν

β

 ( 0 και 
[image: image78.wmf]ν

β

 

 

α

×

 ( 0, 

                  τότε: 
[image: image79.wmf]ν

α

 · 
[image: image80.wmf]ν

β

 = 
[image: image81.wmf]ν

β

 

 

α

×

. 

Π.χ. 
[image: image82.wmf]3

5

 · 
[image: image83.wmf]3

2

 = 
[image: image84.wmf]3

10

.

        Αν χ ( 0, τότε: 
[image: image85.wmf]4

2

 · 
[image: image86.wmf]4

x

 = 
[image: image87.wmf]4

2x

.

3. Αν α ( 0 και β > 0, τότε ισχύει:


[image: image88.wmf]ν

ν

β

α

 = 
[image: image89.wmf]ν

β

α



Απόδειξη: 
[image: image90.wmf]ν

ν

ν

β

α

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 = 
[image: image91.wmf](

)

(

)

ν

ν

ν

ν

β

α

 = 
[image: image92.wmf]β

α

,     
[image: image93.wmf]n

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ν

β

α

 = 
[image: image94.wmf]β

α

.

Επομένως: 
[image: image95.wmf]ν

ν

ν

β

α

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 = 
[image: image96.wmf]n

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ν

β

α

, και αφού 
[image: image97.wmf]ν

ν

β

α

 ( 0 και 
[image: image98.wmf]ν

β

α

 ( 0, 

                  τότε: 
[image: image99.wmf]ν

ν

β

α

= 
[image: image100.wmf]ν

β

α

. 

Π.χ. 
[image: image101.wmf]5

3

 = 
[image: image102.wmf]5

3

,   
[image: image103.wmf]3

7

4

= 
[image: image104.wmf]3

3

7

4

.

4. Αν α ( 0 και ν, κ θετικοί ακέραιοι, τότε:


[image: image105.wmf]ν

κ

α

 = 
[image: image106.wmf](

)

κ

ν

α



Απόδειξη: 
[image: image107.wmf]n

÷

ø

ö

ç

è

æ

ν

κ

α

 = ακ
                
[image: image108.wmf](

)

n

ú

û

ù

ê

ë

é

κ

ν

α

 = 
[image: image109.wmf](

)

kn

ν

α

 = 
[image: image110.wmf](

)

k

n

ú

û

ù

ê

ë

é

ν

α

 = ακ
Επομένως: 
[image: image111.wmf]n

÷

ø

ö

ç

è

æ

ν

κ

α

 = 
[image: image112.wmf](

)

n

ú

û

ù

ê

ë

é

κ

ν

α

, 

                  και αφού  
[image: image113.wmf]ν

κ

α

 ( 0 και 
[image: image114.wmf](

)

k

ν

α

 ( 0, 

                  τότε: 
[image: image115.wmf]ν

κ

α

 = 
[image: image116.wmf](

)

κ

ν

α

.

Π.χ. 
[image: image117.wmf](

)

3

5

 = 
[image: image118.wmf]3

5

,    
[image: image119.wmf](

)

3

4

2

 = 
[image: image120.wmf]4

3

2

.

5. Αν α, β ( 0 και ν θετικός ακέραιος, τότε:


[image: image121.wmf]ν

ν

β

α

 = α ·  
[image: image122.wmf]ν

β



Απόδειξη: 
[image: image123.wmf]ν

ν

β

α

 = 
[image: image124.wmf]ν

ν

α

· 
[image: image125.wmf]ν

β

 = α · 
[image: image126.wmf]ν

β

. 

Π.χ. 
[image: image127.wmf]3

 

 

4

×

 = 
[image: image128.wmf]3

 

 

2

2

×

 = 2 · 
[image: image129.wmf]3

,  
[image: image130.wmf]5

7

 

 

32

×

 = 
[image: image131.wmf]5

5

7

 

 

2

×

= 2 · 
[image: image132.wmf]5

7

,

       
[image: image133.wmf]4

5

 

 

81

×

 = 
[image: image134.wmf]4

4

5

 

 

3

×

= 3 · 
[image: image135.wmf]4

5

.

6. Αν α ( 0 και μ, ν θετικοί ακέραιοι, τότε:


[image: image136.wmf]μ

ν

α

 = 
[image: image137.wmf]μν

α



Απόδειξη: 
[image: image138.wmf]μν

μ

ν

α

÷

ø

ö

ç

è

æ

 = 
[image: image139.wmf]n

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

μ

μ

ν

α

= 
[image: image140.wmf](

)

n

ν

α

 = α,    
[image: image141.wmf](

)

μν

μν

α

 = α.

Επομένως: 
[image: image142.wmf]μν

μ

ν

α

÷

ø

ö

ç

è

æ

 = 
[image: image143.wmf](

)

μν

μν

α

, 

                  και επειδή  
[image: image144.wmf]μ

ν

α

 ( 0 και 
[image: image145.wmf]μν

α

 ( 0, 

                  τότε: 
[image: image146.wmf]μ

ν

α

 = 
[image: image147.wmf]μν

α

.

Π.χ. 
[image: image148.wmf]3

5

= 
[image: image149.wmf]3

2

5

×

= 
[image: image150.wmf]6

5

,    
[image: image151.wmf]3

4

2

= 
[image: image152.wmf]4

2

×

3

= 
[image: image153.wmf]12

2

.

7. Αν α ( 0 και μ, ν, ρ θετικοί ακέραιοι, τότε:


[image: image154.wmf]νρ

μρ

α

 = 
[image: image155.wmf]ν

μ

α



Απόδειξη: 
[image: image156.wmf]νρ

μρ

α

 = 
[image: image157.wmf](

)

n

r

ρ

μ

α

= 
[image: image158.wmf]ν

μ

α

.

Π.χ. 
[image: image159.wmf]4

6

5

 = 
[image: image160.wmf]2

2

3

2

5

×

×

= 
[image: image161.wmf]2

3

5

 = 
[image: image162.wmf]3

5

,

       
[image: image163.wmf]6

4

7

 = 
[image: image164.wmf]3

2

2

2

7

×

×

= 
[image: image165.wmf]3

2

7

.






Παρατηρήσεις

α) Αν ν περιττός θετικός ακέραιος και α ( 0, τότε ισχύει:


[image: image166.wmf]ν

v

α

 = α

Π.χ. 
[image: image167.wmf]3

3

2

 = 2,  
[image: image168.wmf]5

5

7

= 5.

Αν ν άρτιος θετικός ακέραιος και α οποιοσδήποτε αριθμός, τότε ισχύει: 


[image: image169.wmf]ν

v

α

 = |α|

Π.χ. 
[image: image170.wmf]4

4

(-2)

 = |-2| = 2,    
[image: image171.wmf]2

(-7)

= |-7| = 7,   
[image: image172.wmf]6

6

x

= |χ|.

β) Η ιδιότητα 
[image: image173.wmf]ν

α

 · 
[image: image174.wmf]ν

β

 = 
[image: image175.wmf]ν

β

 

 

α

×

 γενικεύεται:

· 
[image: image176.wmf]ν

α

 · 
[image: image177.wmf]ν

β

 · 
[image: image178.wmf]ν

γ

 = 
[image: image179.wmf]ν

 

γ

 

β

 

 

α

×

×

   (α, β, γ ( 0, ν θετικός ακέραιος)

· 
[image: image180.wmf]ν

α

 · 
[image: image181.wmf]ν

β

 · 
[image: image182.wmf]ν

γ

 · 
[image: image183.wmf]ν

δ

 = 
[image: image184.wmf]ν

δ

 

 

 

γ

 

β

 

 

α

×

×

×

   

                                     (α, β, γ, δ ( 0, ν θετικός ακέραιος)

· 
[image: image185.wmf]ν

1

α

 · 
[image: image186.wmf]ν

2

α

 · ... · 
[image: image187.wmf]ν

κ

α

 = 
[image: image188.wmf]ν

κ

2

1

α

 

 

...

 

 

α

 

 

α

×

×

×

   

                                     (α1, α2, ..., ακ ( 0, ν θετικός ακέραιος)

γ) Αν α < 0 και β < 0, τότε α · β > 0, οπότε ορίζεται η 
[image: image189.wmf]β

 

 

α

×

 (γενικά η 
[image: image190.wmf]ν

β

 

 

α

×

) και ισχύει η ιδιότητα:

[image: image191.wmf]β

 

 

α

×

 = 
[image: image192.wmf]|

β

 

 

α

|

×

 = 
[image: image193.wmf]|

β

|

 

 

|

α

|

×

 =
[image: image194.wmf]|

α

|

 ·
[image: image195.wmf]|

β

|



και γενικά:

[image: image196.wmf]ν

β

 

 

α

×

 = 
[image: image197.wmf]ν

|

β

 

 

α

|

×

 = 
[image: image198.wmf]ν

|

β

|

 

 

|

α

|

×

 =
[image: image199.wmf]ν

|

α

|

 ·
[image: image200.wmf]ν

|

β

|



Ομοίως:


[image: image201.wmf]β

α

 = 
[image: image202.wmf]β

α

 = 
[image: image203.wmf]|

β

|

|

α

|

 =
[image: image204.wmf]|

β

|

|

α

|

,    
[image: image205.wmf]ν

β

α

 = 
[image: image206.wmf]ν

β

α

 = 
[image: image207.wmf]ν

|

β

|

|

α

|

 = 
[image: image208.wmf]ν

ν

|

β

|

|

α

|








Υπενθύμιση

Άρρητοι αριθμοί ονομάζονται αυτοί που δεν είναι ρητοί, δηλ. που δεν μπορούν να πάρουν τη μορφή 
[image: image209.wmf]β

α

, όπου α, β ακέραιοι, με β ( 0.

Οι αριθμοί 
[image: image210.wmf]2

, 
[image: image211.wmf]3

, 
[image: image212.wmf]5

, 
[image: image213.wmf]7

3

, 
[image: image214.wmf]3

2

, 
[image: image215.wmf]5

7

, 
[image: image216.wmf]6

4

 κ.λπ., είναι άρρητοι αριθμοί, ενώ οι αριθμοί 
[image: image217.wmf] 

4

, 
[image: image218.wmf]3

27

, 
[image: image219.wmf]5

32

 κ.λπ., είναι ρητοί, γιατί ισχύει 
[image: image220.wmf] 

4

 = 2, 
[image: image221.wmf]3

27

 = 3, 
[image: image222.wmf]5

32

 = 2 κ.λπ.

Μετατροπή κλασμάτων με άρρητους παρονομαστές σε ισοδύναμα με ρητό παρονομαστή.
· Παράδειγμα 1ο: Το κλάσμα 
[image: image223.wmf]2

7

.

Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με 
[image: image224.wmf]2

 και έχουμε:


[image: image225.wmf]2

7

 = 
[image: image226.wmf]2

2

2

7

×

×

 = 
[image: image227.wmf](

)

2

2

2

7

×

 = 
[image: image228.wmf]2

2

7

×

.

· Παράδειγμα 2ο: Το κλάσμα 
[image: image229.wmf]4

5

3

.

Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με 
[image: image230.wmf](

)

3

4

5

 και έχουμε:


[image: image231.wmf]4

5

3

 = 
[image: image232.wmf](

)

(

)

3

3

4

4

4

5

5

5

3

×

×

 = 
[image: image233.wmf](

)

4

4

4

3

5

5

3

×

 = 
[image: image234.wmf]5

5

3

4

3

×

.

· Παράδειγμα 3ο: Το κλάσμα 
[image: image235.wmf]5

2

3

1

.

Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με 
[image: image236.wmf]5

3

3

 και έχουμε:


[image: image237.wmf]5

2

3

1

 = 
[image: image238.wmf]5

3

5

2

5

3

3

3

3

1

×

×

 = 
[image: image239.wmf]5

5

5

3

27

 = 
[image: image240.wmf]3

27

5

.

· Παράδειγμα 4ο: Το κλάσμα 
[image: image241.wmf]2

7

3

-

.

Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με 
[image: image242.wmf]7

 + 2.

(Ο αριθμός 
[image: image243.wmf]7

 + 2 ονομάζεται συζυγής του 
[image: image244.wmf]7

 - 2, 

γενικά οι αριθμοί α + β και α - β ονομάζονται συζυγείς), 

οπότε έχουμε:


[image: image245.wmf]2
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[image: image249.wmf](
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 = 
[image: image250.wmf]7

 + 2.

· Παράδειγμα 5ο: Το κλάσμα 
[image: image251.wmf]3
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4

+

.

Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με 
[image: image252.wmf]3
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-

.


[image: image253.wmf]3
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)

(

)

(

)

3

10

 

 

3

10

3

10

 

 

4

-

×

+

-

×

 = 
[image: image255.wmf](
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[image: image257.wmf](
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Η εξίσωση χν = α, (ν θετικός ακέραιος).

· Αν α = 0, τότε: χν = α ( χν = 0 ( χ = 0.

· Αν α > 0, τότε:

· αν ν περιττός, τότε: χν = α ( χ = 
[image: image258.wmf]ν

α

, 

       δηλ. η εξίσωση έχει μοναδική λύση.

               Π.χ. χ3 = 8 ( χ = 
[image: image259.wmf]3

8

 ( χ = 2,   χ5 = 10 ( χ = 
[image: image260.wmf]5

10

.

· αν ν άρτιος, τότε: χν = α ( χ = ( 
[image: image261.wmf]ν

α

, 

       δηλ. η εξίσωση έχει ακριβώς δύο λύσεις 

       και μάλιστα αντίθετες.

               Π.χ. χ2 = 4 ( χ =  ( 
[image: image262.wmf]4

 ( χ =  ( 2,   

                      χ4 = 81 ( χ =  ( 
[image: image263.wmf]4

81

 ( χ =  ( 3.

· Αν α < 0, τότε:

· αν ν περιττός, τότε: χν = α ( -χν = -α ( (-χ)ν = -α (
       ( -χ = -α ( -χ = 
[image: image264.wmf]ν

α

-

 ( χ = -
[image: image265.wmf]ν

α

-

 (, 

       δηλ. η εξίσωση έχει μοναδική λύση.

               Π.χ. χ3 = -8 ( χ = -
[image: image266.wmf]3

8

 ( χ = -2,   χ5 = -12 ( χ = -
[image: image267.wmf]5

12

.

· αν ν άρτιος, τότε: χν = α είναι αδύνατη 

γιατί χν ( 0, ενώ α < 0. 

       Π.χ. χ2 = -4 αδύνατη,  χ6 = -20 αδύνατη.   









α > 0

χ = 
[image: image268.wmf]ν

α

, αν ν περιττός













χ = ( 
[image: image269.wmf]ν

α

, αν ν άρτιος



α = 0



χν = α
(



χ = 0










α < 0

χ = -
[image: image270.wmf]ν

α

-

, αν ν περιττός













αδύνατη, αν ν άρτιος








Η εξίσωση χν = αν.

· Αν ν = περιττός, τότε: χν = αν ( χ = α.

· Αν ν = άρτιος, τότε: χν = αν ( χ = ( α.

     Π.χ. χ3 = 8 ( χ3 = 23 ( χ = 2, 

             χ4 = 81 ( χ4 = 34 ( χ =  ( 3.

Ορισμός δύναμης με ρητό εκθέτη.

Αν α > 0, μ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουμε:


[image: image271.wmf]ν

μ

α

 = 
[image: image272.wmf]ν

μ

α



Επιπλέον, αν μ, ν θετικοί ακέραιοι ορίζουμε: 
[image: image273.wmf]ν

μ

0

 = 0.






Σχόλιο

i) Αν μ άρτιος ακέραιος, ν θετικός ακέραιος και α οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός, τότε ισχύει:


[image: image274.wmf]ν
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α

 = 
[image: image275.wmf]ν
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Π.χ. 
[image: image276.wmf]3
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= 
[image: image277.wmf]3
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 = 
[image: image278.wmf]3
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[image: image279.wmf]5
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= 
[image: image280.wmf]5
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 = 
[image: image281.wmf](
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.

ii) Στις δυνάμεις με ρητούς εκθέτες, ισχύουν οι ιδιότητες των δυνάμεων με ακέραιους εκθέτες, τις οποίες γνωρίζουμε από προηγούμενη παράγραφο. Δηλ. 

  i) 
[image: image282.wmf]λ
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iii) 
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iv) 
[image: image288.wmf](
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  v) 
[image: image290.wmf] 
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[image: image291.wmf]ν
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vi) 
[image: image292.wmf]ν
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[image: image293.wmf]ν
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Πρόταση

Αν α, β μη αρνητικοί αριθμοί (δηλ. α, β ( 0), τότε ισχύει η ισοδυναμία:

α < β ( 
[image: image294.wmf]ν

α

 < 
[image: image295.wmf]ν

β



Απόδειξη: Γνωρίζουμε ότι 
[image: image296.wmf](

)

ν

ν

α

 = α και 
[image: image297.wmf](

)

ν

ν

β

 = β, οπότε:

                 α < β ( 
[image: image298.wmf](
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 < 
[image: image299.wmf](
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 (  
[image: image300.wmf]ν
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 < 
[image: image301.wmf]ν

β

.

Π.χ. 2 < 3 ( 
[image: image302.wmf]2

 < 
[image: image303.wmf]3

,     5 < 8 ( 
[image: image304.wmf]5

 < 
[image: image305.wmf]8

.

(
ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1) Να βρεθούν οι τιμές του χ για τις οποίες ορίζονται οι παρακάτω ρίζες:

 i) 
[image: image306.wmf]x

,   ii) 
[image: image307.wmf]3

x

,   iii) 
[image: image308.wmf]5

2

x

,  iv) 
[image: image309.wmf]1

-

x

,  v) 
[image: image310.wmf]3
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-

x

-

,  vi) 
[image: image311.wmf]4

2

1

-

x

.

Λύση

Γνωρίζουμε ότι ορίζεται η τετραγωνική ρίζα και, γενικότερα, η ν-οστή ρίζα αριθμών μη αρνητικών μόνο. Επομένως:

  i) Για τη 
[image: image312.wmf]x

, πρέπει χ ( 0.   

 ii) Για τη 
[image: image313.wmf]3

x

, πρέπει χ ( 0.

iii) Για τη 
[image: image314.wmf]5

2

x

, πρέπει χ2 ( 0, το οποίο όμως ισχύει για κάθε πραγματικό αριθμό χ.  

iv) Για τη 
[image: image315.wmf]1

-

x

, πρέπει χ - 1 ( 0 ( χ ( 1.  

 v) Για τη 
[image: image316.wmf]3
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, πρέπει 
[image: image317.wmf]3
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 - 5 ( 0 ( 
[image: image318.wmf]3
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 ( 0 (
     ( 
[image: image319.wmf]3
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x
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 ( 0 ( χ - 17 ( 0 ( χ ( 17.  

vi) Για τη 
[image: image320.wmf]4
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x

, πρέπει χ2 - 1 ( 0 ( χ2 ( 1 ( 
[image: image321.wmf]2

x

 ( 
[image: image322.wmf]1

 (
     ( |χ| ( 1 ( χ ( -1  ή  χ ( 1.

2) Αν χ + 
[image: image323.wmf]2

 = 5 · 
[image: image324.wmf]2

, να βρεθεί ο χ2. 

Λύση

χ + 
[image: image325.wmf]2

 = 5 · 
[image: image326.wmf]2

 ( χ = 5 · 
[image: image327.wmf]2

 - 
[image: image328.wmf]2

 ( χ = 4 · 
[image: image329.wmf]2

 (
( χ2 = 
[image: image330.wmf](
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 ( χ2 = 42 · 
[image: image331.wmf](

)
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2

 ( χ2 = 16 · 2 ( χ2 = 32.

3) Να βρεθεί η τιμή της παράστασης Α = 2χ2 - 3y2 - 6xy, όταν χ = 
[image: image332.wmf]3

 - 
[image: image333.wmf]2

 και y = 
[image: image334.wmf]3

 + 
[image: image335.wmf]2

. 

Λύση

Αντικαθιστούμε στην παράσταση Α τις τιμές των χ και y:

Α = 2 · (
[image: image336.wmf]3

 - 
[image: image337.wmf]2

)2 - 3 · (
[image: image338.wmf]3

 + 
[image: image339.wmf]2

)2 - 6 · (
[image: image340.wmf]3

 - 
[image: image341.wmf]2

) · (
[image: image342.wmf]3

 + 
[image: image343.wmf]2

) =  

Α = 2 · 
[image: image344.wmf](
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[image: image345.wmf](
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                                               - 6 · 
[image: image346.wmf](
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Α = 2 · (3 - 2
[image: image347.wmf]6

 + 2) - 3 · (3 + 2
[image: image348.wmf]6

 + 2) - 6 · (3 - 2) =

Α = 2 · (5 - 2
[image: image349.wmf]6

) - 3 · (5 + 2
[image: image350.wmf]6

) - 6 · 1 =  

Α = 10 - 4
[image: image351.wmf]6

 - 15 - 6
[image: image352.wmf]6

 - 6 = - 11 - 10
[image: image353.wmf]6

.  

4) Να δείξετε ότι ο αριθμός 2 + 3
[image: image354.wmf]5

 είναι η τετραγωνική ρίζα του αριθμού 49 + 12
[image: image355.wmf]5

.

Λύση

Γνωρίζουμε ότι χ = 
[image: image356.wmf]α

, όταν χ2 = α. 

Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουμε ότι: (2 + 3
[image: image357.wmf]5

)2 = 49 + 12
[image: image358.wmf]5

.

Έχουμε λοιπόν:

(2 + 3
[image: image359.wmf]5

)2 = 22 + 2 · 2 · 3
[image: image360.wmf]5

 + 
[image: image361.wmf](

)

2
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 = 4 + 12
[image: image362.wmf]5

 + 9
[image: image363.wmf](

)
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=

= 4 + 12
[image: image364.wmf]5

 + 9 · 5 = 4 + 12
[image: image365.wmf]5

 + 45 = 49 + 12
[image: image366.wmf]5

.

5) Να δείξετε ότι ο αριθμός 1 + 
[image: image367.wmf]2

 είναι κυβική ρίζα του αριθμού 7 + 5
[image: image368.wmf]2

.

Λύση

Αρκεί να δείξουμε ότι: (1 + 
[image: image369.wmf]2

)3 = 7 + 5
[image: image370.wmf]2

.

Επομένως έχουμε:

(1 + 
[image: image371.wmf]2

)3 = 13 + 3 · 12 · 
[image: image372.wmf]2

 + 3 · 1 · 
[image: image373.wmf](

)

2

2

 + 
[image: image374.wmf](
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 = 

= 1 + 3 · 
[image: image375.wmf]2

 + 3 · 2 + 
[image: image376.wmf](
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 · 
[image: image377.wmf]2

 =

= 1 + 3 · 
[image: image378.wmf]2

 + 6 + 2 · 
[image: image379.wmf]2

 = = 7 + 5 · 
[image: image380.wmf]2

.

6) Να γίνουν οι παρακάτω πράξεις:

      i) (
[image: image381.wmf]3

 + 1) · (
[image: image382.wmf]3

 - 1),          ii) (
[image: image383.wmf]x

 - 5) · (
[image: image384.wmf]x

 + 5),   

    iii) (
[image: image385.wmf]7
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) · (
[image: image386.wmf]7
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Λύση

i) (
[image: image387.wmf]3

 + 1) · (
[image: image388.wmf]3

 - 1) = 
[image: image389.wmf](

)
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- 12 = 3 - 1 = 2. 

ii) (
[image: image390.wmf]x

 - 5) · (
[image: image391.wmf]x

 + 5) = 
[image: image392.wmf](

)
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 - 52 = χ - 25.

iii) (
[image: image393.wmf]7

x

1

-

x

+

-

) · (
[image: image394.wmf]7
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[image: image395.wmf](

)
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     = χ - 1 - (χ + 7) = χ - 1 - χ - 7 = - 8.

7) Να απλοποιηθούν οι παραστάσεις:

     i) 
[image: image396.wmf]2

x

,              ii) 
[image: image397.wmf](
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3x

,             iii) 
[image: image398.wmf]9
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    iv) 
[image: image399.wmf](
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,        v) 
[image: image400.wmf](
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.

Λύση

  i) 
[image: image401.wmf]2

x

 = |χ|.                ii) 
[image: image402.wmf](
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 = |3χ| = |3| · |χ| = 3 · |χ|.             

iii) 
[image: image403.wmf]9
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[image: image406.wmf]|
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[image: image407.wmf]3
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iv) 
[image: image408.wmf](
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= |α - 2|.     v) 
[image: image409.wmf](
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 = |-10| = 10.

8) Αν x, y ( 0, να υπολογίσετε τις παρακάτω παραστάσεις:

      i) 
[image: image410.wmf](
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[image: image411.wmf](
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[image: image412.wmf](
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[image: image413.wmf](
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,                          iv) 
[image: image414.wmf](
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Λύση

  i) 
[image: image415.wmf](
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[image: image417.wmf](
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 ii) 
[image: image419.wmf](
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 · 
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[image: image424.wmf]xy

 + y. 

iii) 
[image: image425.wmf](
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[image: image426.wmf](
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[image: image427.wmf]x

 · 
[image: image428.wmf]y

 + 
[image: image429.wmf](
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[image: image430.wmf]xy

 + y.

iv) 
[image: image431.wmf](
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[image: image432.wmf](
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)

3

3

y

 =

      = x - 3 · 
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[image: image442.wmf]3
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[image: image443.wmf]3
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9) Με την προϋπόθεση ότι ορίζονται οι παρακάτω παραστάσεις, να τις απλοποιήσετε:

    i) 
[image: image444.wmf]16
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  iii) 
[image: image446.wmf]3
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Λύση

  i) 
[image: image447.wmf]16
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[image: image449.wmf]α

 - 5
[image: image450.wmf]α

 + 4
[image: image451.wmf]α

 = 
[image: image452.wmf]α
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 ii) 
[image: image453.wmf]β
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[image: image457.wmf]β
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· Αν α ( 0, τότε είναι: α
[image: image458.wmf]β

 + 5α2 · 
[image: image459.wmf]β

 - 8α
[image: image460.wmf]β

 = 5α2 · 
[image: image461.wmf]β

 - 7α
[image: image462.wmf]β

.

· Αν α < 0, τότε είναι: -α
[image: image463.wmf]β

 + 5α2 · 
[image: image464.wmf]β

 - 8α
[image: image465.wmf]β

 = 5α2 · 
[image: image466.wmf]β

 - 9α
[image: image467.wmf]β

.

iii) 
[image: image468.wmf]3
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[image: image470.wmf]y
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[image: image471.wmf]y
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      = 5 · |χ| · 
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10) Με την προϋπόθεση ότι ορίζονται οι παρακάτω παραστάσεις, να τις απλοποιήσετε:
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Λύση

  i) Η παράσταση ορίζεται για χ ( 0, οπότε:
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 ii) Η παράσταση ορίζεται για χ ( 0, οπότε:
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iii) Η παράσταση ορίζεται για α ( 0 και β ( 0, οπότε:
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iv) Η παράσταση ορίζεται για α ( 0, οπότε:
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11) Να βρεθούν τα εξαγόμενα:

    i) 
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Λύση

i) Θα αναλύσουμε τα υπόριζα σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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οπότε: 72 = 23 · 32, 50 = 2 · 52, 98 = 2 · 72, 

άρα η παράσταση γίνεται:
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ii) Ομοίως με την (i):
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οπότε: 24 = 23 · 3,  192 = 26 · 3, άρα η παράσταση γίνεται:
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iii) Ομοίως με την (i):
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οπότε: 80 = 24 · 5,  405 = 34 · 5, άρα η παράσταση γίνεται:
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12) Να βρεθούν τα εξαγόμενα:

    i) 
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Λύση

i) Θα αναλύσουμε τα υπόριζα σε γινόμενα πρώτων παραγόντων:
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οπότε: 

75 = 3 · 52, 12 = 22 · 3, 48 = 24 · 3, 108 = 22 · 33, 147 = 3 · 72, 

και η παράσταση γίνεται:
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ii) Ομοίως:
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οπότε: 

147 = 3 · 72, 50 = 2 · 52, 108 = 22 · 33, 18 = 2 · 32, 8 = 23, 

και η παράσταση γίνεται:
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iii) Ομοίως:
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οπότε: 180 = 22 · 32 · 5, 28 = 22 · 7, 45 = 32 · 5, 112 = 24 · 7, 

και η παράσταση γίνεται:
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iv) Ομοίως:
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οπότε: 

24 = 23 · 3, 4 = 22, 81 = 34, 192 = 26 · 3, 32 = 25, 

και η παράσταση γίνεται:
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13) Αν 0 < χ < 2, να απλοποιηθεί η παράσταση:
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Λύση

Η παράσταση γίνεται:
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Αφού: 

· 0 < χ < 2, είναι χ > 0, άρα |χ| = χ    και 

· χ < 2 ( χ - 2 < 0, άρα |χ - 2| = - (χ - 2), 

οπότε η παράσταση γίνεται: 
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14)  i) Να υπολογίσετε την παράσταση: 
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      ii) Να υπολογιστεί η 
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Λύση
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   ii) Από το (i) ερώτημα έχουμε: 

 
[image: image634.wmf]2

8

18

×

-

 = 
[image: image635.wmf](

)

2

2

4

-

 = |4 - 
[image: image636.wmf]2

| = 4 - 
[image: image637.wmf]2

, γιατί 4 > 
[image: image638.wmf]2

. 

15) Να υπολογιστεί η 
[image: image639.wmf]2

6

11

×

+

.

Λύση

Θα ελέγξουμε μήπως το υπόριζο 11 + 6 · 
[image: image640.wmf]2

 είναι τέλειο τετράγωνο, χρησιμοποιώντας την ταυτότητα (α + β)2 = α2 + 2αβ + β2.

Έχουμε λοιπόν: 11 + 6 · 
[image: image641.wmf]2

 = 11 + 2 · 3 · 
[image: image642.wmf]2

 = 

= 9 + 2 + 2 · 3 · 
[image: image643.wmf]2

 = 32 + 
[image: image644.wmf](

)

2

2

 + 2 · 3 · 
[image: image645.wmf]2

 = 
[image: image646.wmf](

)

2

2

3

+

,

επομένως: 


[image: image647.wmf]2

6
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 = 
[image: image648.wmf](

)

2

2

3

+

= |3 + 
[image: image649.wmf]2

| = 3 + 
[image: image650.wmf]2

, γιατί 3 + 
[image: image651.wmf]2

 > 0.

16) Να υπολογιστεί η παράσταση:

        
[image: image652.wmf]3

16

28

×

+

 + 
[image: image653.wmf]3

16

28

×

-

. 

Λύση

Θα ελέγξουμε μήπως τα υπόριζα είναι τέλεια τετράγωνα.

28 + 16 · 
[image: image654.wmf]3

 = 28 + 2 · 8 · 
[image: image655.wmf]3

 = 28 + 2 · 4 · 2 · 
[image: image656.wmf]3

 =

= 16 + 12 + 2 · 4 · 2 · 
[image: image657.wmf]3

 = 42 + 2 · 4 · 2 · 
[image: image658.wmf]3

 +
[image: image659.wmf](

)
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2

=

= 
[image: image660.wmf](

)
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2

4

+

,

28 + 16 · 
[image: image661.wmf]3

 = 28 - 2 · 8 · 
[image: image662.wmf]3

 = 28 - 2 · 4 · 2 · 
[image: image663.wmf]3

 =

= 16 + 12 - 2 · 4 · 2 · 
[image: image664.wmf]3

 = 42 - 2 · 4 · 2 · 
[image: image665.wmf]3

 +
[image: image666.wmf](
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= 
[image: image667.wmf](

)

2

3

2

4

-

,

οπότε η παράσταση γίνεται:


[image: image668.wmf]3
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 + 
[image: image669.wmf]3
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 = 
[image: image670.wmf](
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[image: image671.wmf](
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 = 


|4 + 2
[image: image672.wmf]3

| + |4 - 2
[image: image673.wmf]3

| = 4 + 2
[image: image674.wmf]3

 + 4 - 2
[image: image675.wmf]3

 = 8 

(γιατί 4 - 2
[image: image676.wmf]3

 > 0, αφού 4 > 2
[image: image677.wmf]3

).

17) Να αποδείξετε ότι:  
[image: image678.wmf]β
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.

      (ορίζονται όλες οι παραστάσεις)

Λύση

1ος τρόπος: 
[image: image679.wmf]β
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[image: image680.wmf](
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[image: image681.wmf](
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( α - β = 
[image: image682.wmf](
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 ( α - β = α - β, που ισχύει.

2ος τρόπος: 
[image: image683.wmf](
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[image: image684.wmf](
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[image: image685.wmf](
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(
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 = 
[image: image686.wmf]β
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18) Να υπολογιστούν οι παραστάσεις:

    i) 
[image: image687.wmf]2
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,        ii) 
[image: image688.wmf]3
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,

  iii) 
[image: image689.wmf]3
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,        iv) 
[image: image690.wmf]3
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.

Λύση

i) 
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    = 
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5
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 = 
[image: image697.wmf]35

.

ii) 
[image: image698.wmf]3
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 = 
[image: image699.wmf](
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    = 
[image: image700.wmf](
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 = 
[image: image701.wmf]3
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 = 
[image: image702.wmf]3
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×

 = 
[image: image703.wmf]3
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×

 = 
[image: image704.wmf]3

8

 = 2.

iii) 
[image: image705.wmf]3
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 = 
[image: image706.wmf](
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    = 
[image: image707.wmf](
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 = 
[image: image708.wmf]3
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 =  
[image: image709.wmf]3

3
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 = 
[image: image710.wmf]3

4

2

×

 = 
[image: image711.wmf]3

8

 = 2.

iv) 
[image: image712.wmf]3
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 = 
[image: image713.wmf](

)

(

)

3

4

6

3

7

3

7

32

+

×

-

×

 =

     = 
[image: image714.wmf](
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 = 
[image: image715.wmf]12
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[image: image718.wmf]6
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 = 
[image: image719.wmf]6
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 = 
[image: image720.wmf]6
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 =  
[image: image721.wmf]6

6

2

 = 2.

19) Να γράψετε σε μορφή μιας ρίζας τις παραστάσεις:

        i) Α = 
[image: image722.wmf]3

2

2

,              ii) Β = 
[image: image723.wmf]3

3

3

3

3

×

×

,

          iii) Γ = 
[image: image724.wmf]4

3

2
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5

5

×

×

.

Λύση

i) Α = 
[image: image725.wmf]3
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 = 
[image: image726.wmf]3
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 = 
[image: image727.wmf]6
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2

 = 
[image: image728.wmf]6

2

2

2

×

 = 
[image: image729.wmf]2
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×

 =

   = 
[image: image730.wmf]12

3

2

 = 
[image: image731.wmf]4
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 = 
[image: image732.wmf]4

2

.

ii) Β = 
[image: image733.wmf]3
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 = 
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 = 
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 = 
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    = 
[image: image737.wmf]18
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 = 
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 = 
[image: image739.wmf]9
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.

iii) Γ = 
[image: image740.wmf]4
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 = 
[image: image741.wmf](
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 = 
[image: image742.wmf]4
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    = 
[image: image743.wmf]4
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×

 = 
[image: image744.wmf]48

19

5

.

20) Να γράψετε σε μορφή μιας ρίζας την παράσταση:

                   Α = 
[image: image745.wmf]5

...

.


                             ν ριζικά

Λύση

Α = 
[image: image746.wmf]5

...

 = 
[image: image747.wmf]4
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φορές

 

ν
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 = 
[image: image748.wmf]ν
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5

.

21) Τα παρακάτω κλάσματα να τραπούν σε ισοδύναμα με ρητούς παρονομαστές:

         i) 
[image: image749.wmf]7

5

,               ii) 
[image: image750.wmf]4

3

3

,             iii) 
[image: image751.wmf]3
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,   

       iv) 
[image: image752.wmf]3
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+

,        v) 
[image: image753.wmf]1
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.

Λύση

i) 
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 =  
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ii) 
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 = 
[image: image761.wmf]3
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 = 
[image: image762.wmf]4
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.

iii) 
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 = 
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 = 
[image: image766.wmf](
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+
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 = 7 ·
[image: image767.wmf](
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.

iv) 
[image: image768.wmf]3
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 = 
[image: image769.wmf](
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 = 
[image: image770.wmf](
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     = 
[image: image771.wmf](
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 =  
[image: image772.wmf](
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 =  
[image: image773.wmf]3

7

-
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v) 
[image: image774.wmf]1
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-

 = 
[image: image775.wmf](
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-
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  = 
[image: image776.wmf](
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+

 = 
[image: image777.wmf]1
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22) Τα παρακάτω κλάσματα να τραπούν σε ισοδύναμα με ρητούς παρονομαστές:

         i) 
[image: image778.wmf]1
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+

,       ii) 
[image: image779.wmf]2
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+

-

,      iii) 
[image: image780.wmf]5
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5

+

.   

Λύση

i) 
[image: image781.wmf]1
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 = 
[image: image782.wmf](
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+

.

Θα πολλαπλασιάσουμε και τους δύο όρους του κλάσματος (δηλ. τον αριθμητή και τον παρονομαστή) με το συζυγή του 
[image: image783.wmf](
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 - 1, που είναι ο 
[image: image784.wmf](
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 + 1, οπότε έχουμε:
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[image: image786.wmf](
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[image: image787.wmf](
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[image: image788.wmf](
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 = 
[image: image789.wmf]1
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 = 
[image: image790.wmf]15
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.

Στη συνέχεια, θα πολλαπλασιάσουμε πάλι με το συζυγή του παρονομαστή, δηλ. με  7 - 2
[image: image791.wmf]15

, οπότε έχουμε:
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[image: image794.wmf](
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[image: image795.wmf]15
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[image: image796.wmf]60
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ii) 
[image: image799.wmf]2
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[image: image800.wmf](
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[image: image802.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

3

7

2

3

7

4

-

-

-

-

×

 = 
[image: image803.wmf](

)

(

)

(

)

2

3

7

2

3

7

2

3

7

4

2

2

-

-

+

-

-

×

 =

    = 
[image: image804.wmf]2

21

2

3

7

2

4

3

4

7

4

-

-

+

-

-

 =  
[image: image805.wmf]21

2

8

2

4

3

4

7

4

-

-

-

 = 
[image: image806.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

21

2

8

21

2

8

21

2

8

2

4

3

4

7

4

+

×

-

+

×

-

-

 =

    = 
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